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La divisió euclidiana
La divisió euclidiana s'explica a Primària, amb nombres naturals, i a Secundària, amb polinomis.

Anem a veure com es defineix la divisió euclidiana amb nombres enters.



Cinc exemples
Explicarem cinc exemples, no molt coneguts, que estan relacionats amb la divisió euclidiana.

Fent servir Geogebra us presentarem, per a cada exemple, una interpretació geomètrica i de 
mesura de propietats que, d’un primer cop d’ull, classificaríem com a aritmètiques.



Explicarem cinc exemples, no molt coneguts, que estan relacionats amb la divisió euclidiana

1. La màniga del jersei de punt. 

2. Màxim comú divisor, Euclides i rectangles. 

3. La progressió aritmètica, una fàbrica de quadrats perfectes. 

4. Un octàgon i un pentàgon mal avinguts.

5. El mètode de Lill per trobar arrels de polinomis (1867).
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Cinc exemples

1. La màniga del jersei de punt. 

2. Màxim comú divisor, Euclides i rectangles. 

3. La progressió aritmètica, una fàbrica de quadrats perfectes. 

4. Un octàgon i un pentàgon mal avinguts.

5. El mètode de Lill per trobar arrels de polinomis (1867).



1. La màniga del jersei
Per fer confeccionar la màniga d’un jersei de punt cal tenir en compte que el puny necessita menys 
punts que l’ample de la màniga a l’altura de la sisa. Ho podem veure en aquest esquema:

La diferència de punts s’haurà d’aconseguir al 
llarg de tota la màniga. En el nostre cas, cal 
passar (per cada banda) de 62 punts a 48 punts, 
al llarg de 190 voltes.

Anem a veure com la divisió euclidiana ens 
proporciona una possible tècnica de repartiment 
de punts i en farem una simulació amb Geogebra.
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1. La màniga del jersei
Per fer confeccionar la màniga d’un jersei de punt cal tenir en compte que el puny necessita menys 
punts que l’ample de la màniga a l’altura de la sisa. Ho podem veure en aquest esquema:

La idea és que cal anar perdent (o menguant) un 
punt des dels 62 punts d’inici fins als 48 del final, 
de forma regular i “suau”, és a dir, repartint 
aquesta pèrdua, d’alguna manera, al llarg de les 
190 ocasions que hi ha.

Ja veiem que caldrà treballar amb la divisió i 
també amb aquests nombres: 190 i 14=(62-48)



Divisió euclidiana
Anem a veure alguns exemples. 

La nostra primera solució consisteix en efectuar una divisió entera, amb quocient i residu.

La segona solució és una alternativa que consisteix, de fet, en “partir” el dividend en dues 
parts. Aquesta solució és, de fet, l’estratègia que farem servir per explicar el càlcul de punts 
de la màniga del jersei.
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Múltiples de nombres consecutius



Múltiples de nombres consecutius



L’esquema següent representa la màniga d’un 
jersei. Com podem veure, en 190 voltes cal 
menguar 14 punts en total.
Una opció és menguar 1 punt cada 13 voltes i 
deixar les 8 últimes voltes sense menguar cap 
punt.

La màniga: dues opcions



Una altra opció és:

● menguar 1 punt cada 13 voltes en 6 
ocasions

● menguar 1 punt cada 14 voltes en 8 
ocasions.

La màniga: dues opcions



La màniga: dues opcions
La primera opció no és la preferida, en general, perquè la pèrdua de punts és menys 
regular. Podem comparar ambdues opcions en el moment on hi ha més diferència.

La màniga: dues opcions



1. La màniga: GeogebraLa màniga: Geogebra

ACG2025-p1(a)

ACG2025-p1(b)

https://www.geogebra.org/m/csp7gzzc
https://www.geogebra.org/m/rgeuvzu2
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2. Màxim comú divisor, Euclides i rectangles
El fet que el residu sigui 
estrictament inferior que el 
divident ens garanteix que la 
construcció de rectangles amb 
Geogebra sempre estarà ben feta.

A cada iteració l’altura assolida 
pels dos rectangles és “r+1”, que no 
pot ser superior a l’altura del 
rectangle anterior, perquè és “b”.



2. Màxim comú divisor, Euclides i rectangles
El fet que el residu sigui 
estrictament inferior que el 
divident ens garanteix que la 
construcció de rectangles amb 
Geogebra sempre estarà ben feta.

A cada iteració l’altura assolida 
pels dos rectangles és “r+1”, que 
no pot ser superior a l’altura del 
rectangle anterior, perquè és “b”.

En aquest exemple, inicialment: 
a=11, b=4, q=2, r=3
i a la següent iteració l’altura del 
rectangle serà r+1=4



2. Màxim comú divisor: Geogebra

ACG2025-p2

https://www.geogebra.org/classic/xhbf9pd5
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ACG2025-p3

3. Progressió aritmètica i quadrats perfectes

https://www.geogebra.org/classic/wwum27ct


3. Progressió aritmètica i quadrats perfectes
a 2

d 7

Anem a estudiar una possible aplicació de la divisió euclídea en el context 
de progressions aritmètiques i quadrats perfectes.

Farem l’exemple següent: una progressió aritmètica 
de terme inicial a=2 i diferència d=7



3. Progressió aritmètica i quadrats perfectes
a 2

d 7

2 9 16 23 30 37 44 51 58 65 72 79 86 93 100 107 114 121 128 135 142 149 156 163
170 177 184 191 198 205 212 219 226 233 240 247 254 261 268 275 282 289 296 303 310 317 324 331

Podem observar que la progressió aritmètica conté quadrats perfectes.



3. Progressió aritmètica i quadrats perfectes
a 2

d 7

2 9 16 23 30 37 44 51 58 65 72 79 86 93 100 107 114 121 128 135 142 149 156 163
170 177 184 191 198 205 212 219 226 233 240 247 254 261 268 275 282 289 296 303 310 317 324 331

Suposem, per un moment, que només destaquem el quadrat perfecte 289, 
tot i que acabem de comprovar que no és el primer quadrat perfecte que 
apareix.



3. Progressió aritmètica i quadrats perfectes
a 2

d 7

2 …
… 289

Si d’una progressió aritmètica només coneixem el terme inicial a=2, la 
diferència d=7 i sabem que en algun moment la progressió conté el quadrat 
perfecte 289….

Quin és el primer quadrat perfecte que apareix a la progressió aritmètica?



3. Progressió aritmètica i quadrats perfectes
a 2

d 7

2 …
… 289

289 = 172

Efectuem la divisió euclídea entre 17 i d=7



3. Progressió aritmètica i quadrats perfectes
a 2

d 7

2 …
… 289

289 = 172

17 = d · q + r
17 = 7 · q + r
17 = 7 · 2 + 3

r = 3                      Ara, elevem al quadrat el residu…



3. Progressió aritmètica i quadrats perfectes

289 = 172

17 = d · q + r
17 = 7 · q + r
17 = 7 · 2 + 3

r = 3
r2 = 9

a 2

d 7

2 9 16 23 30 37 44 51 58 65 72 79 86 93 100 107 114 121 128 135 142 149 156 163
170 177 184 191 198 205 212 219 226 233 240 247 254 261 268 275 282 289 296 303 310 317 324 331

Aquest mètode serveix per trobar un quadrat perfecte 
anterior a 289…però no garanteix que sigui el primer 
quadrat perfecte de la progressió.

És a dir, que si bé en aquest cas sí que ens l’ha 
proporcionat, no sempre funciona. Cal seguir 
investigant...
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https://docs.google.com/file/d/1G-iUlZW1mqVZTttxl4xPSJTBQ42G0ipy/preview


https://docs.google.com/file/d/1obLxuQVUMcpelboUF2jVzdFMMhNYh_Kk/preview
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4. Un pentàgon i octògon mal avinguts



ACG2025-p4

4. Un pentàgon i octògon mal avinguts

https://www.geogebra.org/classic/pfqp32rg


Cinc exemples

1. La màniga del jersei de punt. 

2. Màxim comú divisor, Euclides i rectangles. 

3. La progressió aritmètica, una fàbrica de quadrats perfectes. 

4. Un pentàgon i octògon mal avinguts.

5. El mètode de Lill per trobar arrels de polinomis (1867).



5. Mètode de Lill

El mètode de Lill (1867) proporciona un mètode gràfic per trobar 
arrels de polinomis de forma aproximada.

Sabem que x=a és una arrel d’un polinomi p(x) si i només si la 
divisió entera de p(x) entre (x-a) té com a residu r=0



5. Mètode de Lill

El mètode de Lill (1867) proporciona un mètode gràfic per trobar 
arrels de polinomis de forma aproximada.

Anem a estudiar un exemple, treballant amb un polinomi de grau 3.



5. Mètode de Lill
Anem a trobar una solució 
d’aquesta equació 
polinòmica o, de forma 
equivalent, les arrels 
d’aquest polinomi de grau 3.

Podem comprovar, 
substituint, que x = 4 és una 
solució de l’equació.

Observem que per anar del 
punt O al punt D hi ha dos 
camins marcats. En els dos 
camins hi veiem angles 
rectes.









5. Mètode de Lill ax3 +bx2 + cx + d                



5. Mètode de Lill ax3 +bx2 + cx + d                

a > 0
b < 0
c > 0
d < 0



5. Mètode de Lill

https://www.geogebra.org/classic/w
qjmgfgd

https://www.geogebra.org/classic/wqjmgfgd
https://www.geogebra.org/classic/wqjmgfgd


Gràcies per la vostra atenció. David Arso Civil

INS Miquel Tarradell

darso@xtec.cat
Gràcies a l’ACG per l’organització. 




