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La divisio euclidiana
La divisi6 euclidiana s'explica a Primaria, amb nombres naturals, i a Secundaria, amb polinomis.

Anem a veure com es defineix la divisid euclidiana amb nombres enters.

Sabem que, donats dos nombres a € Z i b # 0, b € 7Z, existeixen dos nombres ¢ € Z i r € Z tals que
a=b-q+r, 0<r<lb.

A més, ¢ i r son unics.




Cinc exemples

Explicarem cinc exemples, no molt coneguts, que estan relacionats amb la divisio euclidiana.

Fent servir Geogebra us presentarem, per a cada exemple, una interpretacié geomeétrica i de
mesura de propietats que, d'un primer cop d’ull, classificariem com a aritmetiques.




Cinc exemples

Explicarem cinc exemples, no molt coneguts, que estan relacionats amb la divisio euclidiana

1. La maniga del jersei de punt.

2. Maxim comu divisor, Euclides i rectangles.

3. La progressié aritmetica, una fabrica de quadrats perfectes.
4. Un octagon i un pentagon mal avinguts.

5. El métode de Lill per trobar arrels de polinomis (1867).




Cinc exemples

1. La maniga del jersei de punt.

2. Maxim comu divisor, Euclides i rectangles.

3. La progressié aritmética, una fabrica de quadrats perfectes.
4. Un octagon i un pentagon mal avinguts.

5. El métode de Lill per trobar arrels de polinomis (1867).
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Per fer confeccionar la maniga d'un jersei de punt cal tenir en compte que el puny necessita menys

punts que I'ample de la maniga a l'altura de la sisa. Ho podem veure en aquest esquema:

La diferencia de punts s’haura d'aconseguir al
llarg de tota la maniga. En el nostre cas, cal
passar (per cada banda) de 62 punts a 48 punts,
al llarg de 190 voltes.

Anem a veure com la divisi6 euclidiana ens
proporciona una possible tecnica de repartiment

de punts i en farem una simulacié amb Geogebra.

LLKL

190

62




[

Per fer confeccionar la maniga d'un jersei de punt cal tenir en compte que el puny necessita menys

punts que I'ample de la maniga a l'altura de la sisa. Ho podem veure en aquest esquema:

La idea és que cal anar perdent (o0 menguant) un
punt des dels 62 punts d'inici fins als 48 del final,
de forma regular i “suau”, és a dir, repartint
aquesta perdua, d'alguna manera, al llarg de les
190 ocasions que hi ha.

Ja veiem que caldra treballar amb la divisié i
també amb aquests nombres: 190 i 14=(62-48)
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Anem a veure alguns exemples.
La nostra primera solucié consisteix en efectuar una divisio entera, amb quocient i residu.

La segona solucid és una alternativa que consisteix, de fet, en “partir” el dividend en dues

parts. Aquesta solucio és, de fet, I'estratégia que farem servir per explicar el calcul de punts
de la maniga del jersei.
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Sabem que, donats dos nombres a € Z i b # 0, b € Z, existeixen dos nombres ¢ € Z i r € Z tals que
a=b-gq+r, 0<r<|b.

A més, g i r s6n unics.

Exemple 1
Anem a posar un exemple. Sigui a =18 i b= 7. Llavors
18=7-2+4.

El quocient és ¢ = 2 i el residu és r = 4, i1 es compleix 0 < r < b.

Si ens fixem només en els nombres a = 18 i ¢ =| 2|, observem que:

18=3-[2]+4[3]




o

Exemple 2

Vegeu un altre exemple. Sigui @ = 190 i b = 14. La divisi6é euclidiana proporciona la igualtat

190=14-13+8

Observem que podem expressar el nombre a = 190 com

190=6-|13

+8-

14
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Proposicio

Sia,be Z*ib#0, llavors existeixen q,u,v € Z™ tals que
a=u-q+v-(¢+1),
ambu>0,v>0iu+v=hb.
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Proposicié

Sia,be Z*ib#0, llavors existeixen q,u,v € Z™ tals que

oy
ambu>0,v>0

Demostracié. Sabem que es compleix la segiient igualtat:
a=b-q+r, 0<r<hb.

Reescrivim i1 endrecem els termes:
a=0b-r+r)-qg+r

—(b-1)-q+r-g+r

=(—%) 2qgE#(gF1):

Només cal definiru =b—r iv =r. Aleshores u+ v =b.
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’q=13 62-48 =14
| q=13
l &1 190=14-g+r
L'esquema seguent representa la maniga d’un | ¢=13 190=14-13+8
jersei. Com podem veure, en 190 voltes cal | 18
menguar 14 punts en total. q=13
Una opcid és menguar 1 punt cada 13 voltes i | = r=8
deixar les 8 ultimes voltes sense menguar cap |190 e
punt. i
g=13
q=13
| q=13
| q=13
| ¢=13
LKLK r
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T (q+1)=14

Una altra opcid és:

e menguar 1 punt cada 13 voltes en 6
ocasions

e menguar 1 punt cada 14 voltes en 8
ocasions.
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190

(q+1)=14

(q+1)=14

(g+1)=14

(q+1)=14

(q+1)=14

(q+1)=14

(g+1)=14
| q=13
| g=13
| g=13
| q=13
| q=13

J q=13

62-48=14

190=14-q+r
190=14-13+8
190=(6+8)-13+8
190=6-13+8-13+8
190=6-13+8:14
g=13
(q+1)=14




La primera opcio no és la preferida, en general, perquée la pérdua de punts és menys
regular. Podem comparar ambdues opcions en el moment on hi ha més diferencia.

r=8

q=13

g=13

g=13

P e S R R LR

aEEsssssanEen

|
(q+1)=14
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https://www.geogebra.org/m/csp7gzzc
https://www.geogebra.org/m/rgeuvzu2

Cinc exemples

1. La maniga del jersei de punt.

2. Maxim comu divisor, Euclides i rectangles.

3. La progressié aritmética, una fabrica de quadrats perfectes.
4. Un octagon i un pentagon mal avinguts.

5. El métode de Lill per trobar arrels de polinomis (1867).
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Per calcular el maxim comu divisor de dos nombres a i b, podem fer servir 'algorisme d’Euclides. La
divisi6 entera ens garanteix l'existéncia de g i r:

a=b-g+r, 0<r<hb.

Es important destacar que la darrera designaltat és estricta.

A més, observem que
med(a,b) = med(b- g+ r, b) = med(r, b) = med(b, r).
I per tant, en algun pas de 'algorisme tindrem » = 0 i haurem trobat el maxim comu divisor

med(r-qg+0,b) =r
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En la nostra representacio de 'algorisme d’Euclides, en cada pas dibuixem un rectangle de costats b i
g i un altre rectangle de costats r i 1. Per tant, la suma de les arees dels rectangles val a.

7S

N 2B a= 14
al M4210-1+4 g
i 10=4-2+2 MCD(14, 10)-2—0—
11 4=2-2+0

10

o OO N © ©

Algoritme d'Euclides

per calcular el MCD

N W B
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Observem que el cas on 'algorisme necessita més iteracions és quan a i b sén nombres consecutius de
la successié de Fibonacci:

Fn=Fn——1'Q+r-

Sabem que F, = Fj,_1 4+ Fp_», per tant g=11ir = F,,_». Es a dir, que a la segiient iteracié tindrem

Fn——l = Fn—2 -1+ Fn—-3,

i els quocients sempre valen 1.
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13=8:1+5

8=5-1+3

5=3-1+2

3=2-1+1 q MCD(13,8)=1
2=1-2+0

6 7 8 9 10 11 12 13 14




El fet que el residu sigui 13=8-1+5
estrictament inferior que el

divident ens garanteix que la 8=5-1+3
construccio de rectangles amb 5=3-1+2

Geogebra sempre estara ben feta.

3=2-1+1 4 MCD(13,8)=1
A cada iteracio l'altura assolida 2=1-2+0 |
pels dos rectangles és “r+1”, que no
pot ser superior a l'altura del

rectangle anterior, perqué és “b".

LLKL




El fet que el residu sigui 8 1 11=4-2+3

estrictament inferior que el _

divident ens garanteix que la Lo 4=3-1+1 4 MCD(11 ,4)=1
construccio de rectangles amb 3=1-3+0

Geogebra sempre estara ben feta.

A cadaiteracié I'altura assolida
pels dos rectangles és “r+1”, que
no pot ser superior al'altura del
rectangle anterior, perqué és “b".

En aquest exemple, inicialment:
a=11,b=4,9=2,r=3

i alaseglient iteracié I'altura del
rectangle serar+1=4

LLKL




ACG2025-p2

LLKL



https://www.geogebra.org/classic/xhbf9pd5

Cinc exemples

1. La maniga del jersei de punt.

2. Maxim comu divisor, Euclides i rectangles.

3. La progressio aritmeética, una fabrica de quadrats perfectes.
4. Un octagon i un pentagon mal avinguts.

5. El métode de Lill per trobar arrels de polinomis (1867).
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Exemple 1

La successio segiient és una progressio aritmeética de diferéncia d = 5:

O o b |
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Exemple 1

La successio segiient és una progressio aritmeética de diferéncia d = 5:

R o v

Aquesta progressio no conté cap quadrat perfecte, perqué tots els elements acaben en 21 7. En canvi, els

quadrats perfectes només poden acabar en 0,1,4,5,6 0 9:

02=0, 12=1, 22=4, 32=9, 42=16, 5%2=25 62 =36,

Per tant, aquesta progressio no conté cap quadrat perfecte.

72=49, 8 =64, 9%2=281,...
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Exemple 2

Considerem la progressioé aritmética de diferéncia 8:
A= {E, 12, 20, 28, 36, 44, 52, 60, 68, 76, 84, 92, 100, 108, 116, 124,... }.

Veiem que 4 és quadrat perfecte i ens preguntem si aquesta progressio conté més quadrats perfectes.
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Exemple 2

Considerem la progressié aritmética de diferéncia 8:
A= {, 12, 20, 28, 36, 44, 52, 60, 68, 76, 84, 92, 100, 108, 116, 124,... }.

Veiem que 4 és quadrat perfecte i ens preguntem si aquesta progressio conté més quadrats perfectes.
Explorem els primers termes:

A= {[4] 12, 20, 28,[36], 44, 52, 60, 68, 76, 84, 92, [100], 108, 116, 124,...}.

{4, 36, 100} C A,

Vegem que, de fet, aquesta progressio aritmética conté infinits quadrats perfectes.
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A ={[4], 12, 20, 28, 36, 44, 52, 60, 68, 76, 84, 92, 100, 108, 116, 124,... }.

2

Considerem a; € A. Si a; = n° és un quadrat perfecte, definim as

ag=(n+8)% = n2+2n8 + 8 = n? + 8(2n+8).

as és un quadrat perfecte per construccié. A més, és un element de la progressié perqué la diferéncia
amb a; és un multiple de d = 8.

D’aquesta manera podem anar trobant nous quadrats perfectes dins la mateixa progressié de forma

indefinida.
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12,20,28,36,44,52,60,68,76,84,
92,100,108,116,124,132,140,148,156,164,...

A= {[4] 12, 20, 28,

36

. 44, 52, 60, 68, 76, 84, 92,

100

, 108, 116, 124,...}
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https://www.geogebra.org/classic/wwum27ct

Anem a estudiar una possible aplicacié de la divisio euclidea en el context
de progressions aritmétiques i quadrats perfectes.

Farem I'exemple seglient: una progressié aritmética
de termeinicial a=2 i diferencia d=7
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2 -- 23 30 37 44 51 58 65 72 79 86 93 -107 114-128 135 142 149 156 163
170 177 184 191 198 205 212 219 226 233 240 247 254 261 268 275 282-296 303 310 317 324 331

Podem observar que la progressio aritmética conté quadrats perfectes.
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2 9 16 23 30 37 44 51 58 65 72 79 86 93 100 107 114 121 128 135 142 149 156 163
170 177 184 191 198 205 212 219 226 233 240 247 254 261 268 275 282-296 303 310 317 324 331

Suposem, per un moment, que només destaquem el quadrat perfecte 289,
tot i que acabem de comprovar que no és el primer quadrat perfecte que
apareix.
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Si d’'una progressio aritmeética només coneixem el terme inicial a=2, la
diferénciad=7 i sabem que en algun moment la progressié conté el quadrat
perfecte 289....

Quin és el primer quadrat perfecte que apareix a la progressié aritmetica?
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289 = 172

Efectuem la divisié euclideaentre 17 id=7
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289 = 172

17=d-q+r
17=7-q+r
17=7-2+3

r=3 Ara, elevem al quadrat el residu...




2 -- 23 30 37 44 51 58 65 72 79 86 93 -107 114-128 135 142 149 156 163
170 177 184 191 198 205 212 219 226 233 240 247 254 261 268 275 282-296 303 310 317 324 331

289 = 172

17=d-q+r
17=7-q+r
17=7-2+3

o
KKK

Aquest metode serveix per trobar un quadrat perfecte
anterior a 289...pero no garanteix que sigui el primer
qguadrat perfecte de |la progressio.

Es a dir, que si bé en aquest cas si que ens I'ha
proporcionat, no sempre funciona. Cal seguir
investigant...




Cinc exemples

1. La maniga del jersei de punt.

2. Maxim comu divisor, Euclides i rectangles.

3. La progressié aritmética, una fabrica de quadrats perfectes.
4. Un pentagon i octogon mal avinguts.

5. El métode de Lill per trobar arrels de polinomis (1867).
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Podem veure que el tamboret té 5 potes, que formen els radis d'un pentagon regular. Al seu
torn, el seient de color marré té 8 marques, que corresponen als radis d'un octogon regular.




Abans de fer la fotografia s’ha rotat les 5 potes del tamboret amb la intencié de separar-les
suficientment de les 8 marques del seient.

Es pot intuir a la imatge que que aquesta separacié6 mai arriba a ser massa gran. Anem a
mesurar-ho.




Abans de fer la fotografia s’ha rotat les 5 potes del tamboret amb la intencié de separar-les
suficientment de les 8 marques del seient.

Es pot intuir a la imatge que que aquesta separacié6 mai arriba a ser massa gran. Anem a
mesurar-ho.
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https://docs.google.com/file/d/1G-iUlZW1mqVZTttxl4xPSJTBQ42G0ipy/preview
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https://docs.google.com/file/d/1obLxuQVUMcpelboUF2jVzdFMMhNYh_Kk/preview

Podem assumir, per comencar, que el pentagon i 'octdogon comparteixen la mateixa circumfe-
réncia circumscrita i que tenen un punt en comii. Obtenim aquesta disposicié quan una pota
del tamboret tapa completament una marca del seient.

La figura segiient mostra els 5 radis del pentagon, els 8 radis de I'octogon i el punt P que tenen
en comi.

P




Estudiem el valor de 'angle comprés entre dos radis qualssevol del pentagon i de 'octogon.
Restem les dues fraccions anteriors:

N P

D 8 40




La imatge ens suggereix donar els valors a = 2 i1 b = 3, perque sembla el cas on els radis d'un
pentagon i octogon no coincidents descriuen un angle més petit. Fent calculs trobem que 'angle
compres val el segiient:

2 2  f 2
% et




En conclusio, I'angle minim, en valor absolut, que formen els radis d'un pentagon i un octogon
regular és el segiient, expressat en radiants i en graus:

7r =]
Q—Erad—él,S
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https://www.geogebra.org/classic/pfqp32rg

Cinc exemples

1. La maniga del jersei de punt.

2. Maxim comu divisor, Euclides i rectangles.

3. La progressié aritmética, una fabrica de quadrats perfectes.
4. Un pentagon i octogon mal avinguts.

5. El métode de Lill per trobar arrels de polinomis (1867).
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El métode de Lill (1867) proporciona un métode grafic per trobar
arrels de polinomis de forma aproximada.

Sabem que x=a és una arrel d’un polinomi p(x) sii noméssila
divisié entera de p(x) entre (x-a) té com aresidu r=0
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El métode de Lill (1867) proporciona un métode grafic per trobar
arrels de polinomis de forma aproximada.

Anem a estudiar un exemple, treballant amb un polinomi de grau 3.
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Anem a trobar una solucié
d’aguesta equacio
polindmica o, de forma
equivalent, les arrels
d’aquest polinomi de grau 3.

Podem comprovar,
substituint, que x =4 és una
solucié de I'equacio.

Observem que per anar del
punt O al punt D hi hados
camins marcats. En els dos
camins hi veiem angles
rectes.
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Proposicio

La longitud z del segment AA’ és una solucié de I'equacié:

* — 62> + 9z — 4 = 0.
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1.2°—6-2°+92—-4=0 a 1 &
DSqucions

Proposicio

La longitud z del segment AA’ és una solucié de I'equacié:

2 — 6z + 9z — 4 = 0.
4
Demostracio
Els triangles segiients son semblants:
A'AO. B'BA'. DCB. ‘Q-y ° y )

Aix0 és degut a que per a cada triangle veiem dos angles complementaris.

Pero aquesta relaciéo també es compleix entre dos triangles diferents, degut
al cami OA'B'D.
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6-z 9-y 1.2 - 62>+ 9.2-4=0
Y 4 . DSqucions

Per tant,

D’aqui obtenim

4=z[9-z(6-2)] =9z - 62° + 2°

Reordenant els termes:

z? — 622 + 9z — 4 = 0,

com voliem demostrar.
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a>o
b<o
c>0
d<o




https://www.geogebra.org/classic/w
gimgfad
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